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Tipovi numeri¢kih metoda 7 4

Metoda Konacnih Razlika (MKR) - Finite Difference Method (FDM)

Koristi Tejlorov red za pretvaranje diferencijalne jednacine u algebarsku jednacinu, pri cemu se
zanemaruju ¢lanovi viseg reda.

Upotrebljava se u kombinaciji sa MGE i MKZ za reSavanje toplotnih pojava i problema vezanih
u mehanici fluida.

Metoda Konacnih Zapremina (MKZ) - Finite Volume Method (FVM)
Osnovna ideja metoda konacnih razlika je da se parcijalni izvodi u parcijalnim diferencijalnim

jednacinama izraCunavaju nad diskretnim zapreminama definisane geometrije.
Osnovna primena je u mehanici fluida i elektromagnetnoj analizi.

Metoda Granicnih Elemenata (MGE) - Boundary Element Method (BEM)

Postupak se sastoji u diskretizovanju granicne oblasti strukture, granicnim elementima.
Metoda se zasniva na reSavanju linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina koje su
formulisane kao integralne jednacine.

Primena: mehanika fluida, akustika, eklektromagnetika, mehanika loma i mehanika kontakta.

Metoda Konacnih Elemenata (MKE) - Finite Element Method (FEM)

Metoda konacnih elemenata je numericka metoda za reSavanje sistema parcijalnih
diferencijalnih jednacina. Osnovne jednacine kojima se opisuje stanje u pojedinim
elementima, a pomocu kojih se formuliSe i problem u celini, umesto diferencijalnih ili
integralnih, obicne algebarske.
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Metoda konacnih elemenata - UVOD

Sta_je MKE??

Metoda konacnih elemenata se zasniva na fizickoj diskretizaciji posmatranog
domena na konacan broj manjih podrucja odnosno elemenata, tako da se analizom
pojedinih elemenata, uz pretpostavku o njihovoj medusobnoj povezanosti, analizira

celina.

Metoda — Postoje tri metode za reSavanje bilo kojeg inZenjerskog

problema. Analiza konacnim elementima pripada numerickoj
(raCunarskoj) metodi.

Konacnih — Svaki kontinualni (neprekidan) objekat ima beskonacan

broj stepeni slobode (neodreden sistem) i kao takav nije moguce
reSiti. Broj stepeni slobode se svodi sa beskonacnog na konacni.

Elemenata — Osnovni koncept podrazumeva deljenje predmeta koji

se analizira na konacan broj delova (poddomena) koji se nazivaju
elementi.

!
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Metoda konacnih elemenata - UVOD
Za sta se koristi MKE??

Metoda konacnih elemenata se koristi za dobijanje pribliznih resenja
za date granicne uslove (GU).

Diferencijalne jednacine + M!&(&E Sistem linearnih
GU \ jednacina (Ax = b)

Linearni sistem jednacina se reSava koris¢enjem racunara (npr. Gausov
metod eliminacija, Njutn — Rapsonova metoda, itd).

10
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Metoda konacnih elemenata - UVOD
Prednosts MKE

J Mogucénost analize slozenih geometrijskih oblika (delova, sklopova
itd).

1 Definisanje opstih opterecenja i grani¢nih uslova.

 Model se lako redefiniSe da bi se povedala tacnost rezultata
promenom veliCine i tipa konacnih elemenata.

1 Mogudée definisanje vremenskih zavisnosti i ukljuc¢ivanje dinamickih
uticaja.

 Mogu se ukljuciti razlic¢iti nelinearni efekti, koji se uvode ponasanje
materijala, velikih deformacija, granicnih uslova, itd.



Metoda konacnih elemenata - UVOD

{1

Prednosti MKE

(d Smanjenje vremena potrebnog za projektovanje i razvoj.

(d Optimizacija performansi i troskova proizvoda.

o

o

o

o

Eliminisanje ili smanjenje eksperimentalnog ispitivanija.
PoboljSana sigurnost sa zeljenim faktorom sigurnosti.

Potpunije razumevanje komponenata koje omogucavaju
racionalnije projektovanje.

Vizuelizacija uvida u objekte (Moguénost vizuealizacije unutrasnjeg
ponasanja proizvoda za primenjeno opterecenje).
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2. Faze proracuna u MKE




Faze proracuna u MKE

Analiza primenom metode konacnih elemenata se odvija u nekoliko faza:




Faze proracuna u MKE ’t

1. Definisanje modela

Formiranje modela za proracun je pripremna faza pre
analize metodom konaénih elemenata. U procesu
definisanja modela potrebno je preslikati geometrijske
karakteristike fizickog u matematicki model.

Geometrijski model definise projektant u nekom od CAD
programskih sistema. . Geometrijski model moze da sadrzi
geometrijske elemente koji nemaju znacaja za analizu jer

ne utiCu na naponsko-deformacionu sliku relanog sistema
koji se analizira.

Idealizovan model je uproséen model koji ne mora da
predstavlja celinu realnog sistema. Idealizacija je
sagledavanje realnog sistema od strane korisnika kojom se
postavlja koncept modela, uklanjaju nepotrebni detalji za
analizu, prepoznaje simetrija, redukuje model




Faze proracuna u MKE i

2. Diskretizacija modela

L Modeliranje tela deljenjem na ekvivalentni sistem konacnih elemenata, medusobno
povezanih na kona¢nom broju tacaka (¢vorova).

O Kontinualna elasticna struktura (domen) se deli na male definisanje podstrukture
(podomene), koji se nazivaju elementima. Elementi su medusobno povezani u
cvorovima. Cvorovi imaju stepene slobode.

O Diskretizacija je proces poznat pod nazivom mesiranje.

Objekat Elementi Cvorovi
Kontinualni || |
sistem

Diskretni S|stem = Dikretizacija (Me3iranje) *



Faze proracuna u MKE ft

2. Diskretizacja modela

C\ 7\ 7\ 7"\ P t)
J A\ &/ A\ \ \ ¥
O CVOROVI
(\ Pan Fany Pan Y Pany e
"4 \ 7 4 AN "4 A4 \ 4 \ ¥

) |:| ELEMENTI

GT)()GG)

o 0 0 0 0 O

Kontinualni domen Diskretizovani domen

?

®

Analiza sistema spregnutih konacnih elemenata, dobijenih diskretizacijom kontinualne
strukture, omogucava numericku simulaciju, odziva strukture na zadate pobude. 5




Faze proracuna u MKE ’z

2. Diskretizacija modela — Stepens slobode

(J Broj stepeni_slobode se moZe definisati kao minimalni broj nezavisnih parametar
(koordinata, kretanja, temperatura, itd) koje u potpunosti odreduju polozaj sistema u
prostoru.

U analizi MKE stepeni slobode imaju veliki znacaj, zbog Cinjenice da reSenje simulacije
(vreme) zavisi od broja stepeni slobode sistema koji se analizira.

1 Pozicija krutog tela u prostoru je definisana sa tri komponente translacije i tri
komponente rotacije, Sto znaci da ima Sest stepeni slobode.

X 5 A )’
@ , 2 L N
Y| re”
v Ay
X
X
A v W A vV DAT h §

O Broj stepeni slobode zavisi od tipa konacnog elementa (1D, 2D, 3D), familije elementa
(ljuska, ploc¢a, greda itd ) i tipa analize.
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Faze proracuna u MKE ’z

2. Diskretizacija modela — Stepens slobode

1D

A B r
C . . L

— — o ’» 1D prostor se sastoji od samo 1 dimenzije i stoga

B C su matrice male Sto rezultira brzim reSenjem
”~— —— - — =

problema.
-~  qam « {1 U slucaju 1D prostora, samo 1 dimenzija odnosno
» i . i jedan stepen slobode je dovoljan da definiSe
B C polozaj.
X

Kod 2D problema polozaj tacke C i B je u
/ potpunosti odreden koordinatama X, Y i Oz.

Pomeranje U ovom slucaju je u pitanju tri stepena slobode
(dve translacije + jedna rotacija)




Faze proracuna u MKE ’z

2. Diskretizacija modela — Stepens slobode
3D

Da bi se definisao polozaj tacke A ili bilo koje tacke na liniji AB,
v minimalni broj parametara iznosi 6 (tri translacije (Ux, Uy, Uz) i tri
rotacije (Rx, Ry, Rz))

L Ukupan broj stepeni slobode za dikretizovani model, jednak je ukupnom
broju ¢vorova pomnozenim sa brojem stepeni slobode po ¢voru. .



Faze proracuna u MKE

2. Diskretizaciia modela — Cvorovi  Elementy

{1

Fizicke veliCine koje su obuhvacene modelom dobijaju se u diskrethom obliku, tj. u
cvorovima koje proizilaze iz diskretizacije.

O 0 0 0 0 O
(\ FanY Fan o Fany f)
- A4 A 4 A4 \V"4 .
o0 -0 0 0 O
006 06—0—00

Broj tacaka (No.)= oo
Br. Stpeni slobode po tacki (NoS) = 6 (za 3D problem)

Ukupan br. jed. za reSavanje = No * NoS = o0 * 6 = o0

Broj ¢vorova (No.)= 24
Br. Stpeni slobode po tacki (NoS) = 6 (za 3D problem)
Ukupan br. jed. za reSavanje = No * NoS =24 * 6 = 144

d Metoda konac¢nih elemenata vrSi proradun u ogranicenom broju tacaka, a zatim

interpolira rezultate za celi domen (povrsini i/ili) zapreminu.



Faze proracuna u MKE ft

3. Interpolacione funkelje (Funkclje oblika)

[ Interpolacione funkcije se koriste za izraCunavanje vrednosti polja promenljivih veli¢ina
(Ux, Uy...itd) izmedu ¢vorova u okviru elemenata.

O Interpolacione funkcije definiSe polje promenijivih u svakom kona¢nom elementu.

1 Kao interpolacije funkcije u metodi konacnih elementa se koriste polinomi i to: linearni,
kvadratni i kubni.

3 \ Funkcija oblika 4 .3

Polje elementa

T~

1@ \ )

Konacni element oblika trougla Konacni element oblika pravougaonika

10



Faze proracuna u MKE

£ Matrica krutosty u MKE

U Jednadina linearne stati¢ke analize:

Sila — akcija
(Poznata velicina)

Krutost — svojstvo sistema
(Poznata velicina)

/{F} = [Il(] {u}\

Formulacija
matrice krutosti

za dati oblik
elementa

Diskretizacija (1D,

yYIED)

N\

Pomeranje — ponasanje sistema
(Nepoznata velicina)

Pronalazenje
nepoznatih
(pomeraja,

napona, tepm.,
o N itd)

11




Faze proracuna u MKE ft
4 Matrica krutosti u MKE

C  Ti Al QO Krutost je definisana kao SILA/POMERANJE u N/mm.

O Krutost je jednaka sili koja je potrebna da se proizvede
| jedinicno pomeranje.

O Krutost zavisi od geometrije kao i od mehanic¢kih svojstava

| | ‘ materijala.
RV R
Metode za definisanje matrice krutosti:

sz_AE/.L;_ _ 1. Direktni ravnotezni metod (Direct Finite Element Model),
AcC = Ati = Aal;

L¢ = Lti =Lal; 2. Varijaciona metoda (Variational Finite Element Model)

K > Kti >Kal 3. Metode teZinskih ostatka (Methods of Weighted Residuals)

Direktni metod je lak za razumevanje ali veoma tezak za programiranje, dok su
Varijaciona metoda i Metoda tezinskih ostataka veoma teske za razumevanje, ali
lake za programiranje.

Usled ovoga razloga svi programski sistemi koji se koriste za MKE analizu koriste
zadnje dve metode za formulaciju matrice krutosti

12



Faze proracuna u MKE ft

4. Matvica krutosti — Konacni elements tipa STAPA
Dirvektan metod - Primer

Fi Ei J_Fi >
SO [K]{u} = {f)
» Ox = €*E; F/A=Eu/L; F=AE/L*u T
> XFx=0; Fi+F =0; Fi=-F
» Slucaj 1, ui>0; ui=0 [k] :|:kii kij:|

Fi=(AE/L) *ui;  Fi =-Fi=- (AE/L) *u W lk, k,
» Slucaj 2, ui=0; ui>0
Fi=(AE/L) *uj;  Fi=-F=-(AE/L) *u; ’

Iz Slucaja 1 i Slucaja 2

[
Fi = (AE/L) *ui - (AE/L) *u;; » {E } _ AE 1 —1 {uz}
Fj = - (AE/L) *ui+ (AE/L) *u;; e _ |
j = - (AE/L) *ui+ (AE/L) *u; F] L | 1 1_(2x2) U,

Vektor sila \ Matrica krutosti Vektor pomeraja




Faze proracuna u MKE 4

£ Matrica krutosty — Ukupna matvica Krutosts

. . v . C v
Primer - tri konalna elementa oblika stasa

3
1 2 4
]

U2a = U2b =U2 U3a = U3b=U3

2b
1 2a
F F F
Ki=A1E1/L1

K2 = A2E2/L2

K3 = A3E3/L3
E\_ ky =k |
) _ B )

lelement _ - § | P
\k% ko| ks o Ky K Uy
k, |k,| ky;| k F, —E u
[K]:Z[kn] _ |2 22 23 24 F=. 2a 2b> U = 2>
k (k) k31 ﬂkaz k33 k34 E 3a F 3b Us
/&1/ ki (ks r\k44 )i L F, [t
\

2 element 3 element 14



Faze proracuna u MKE

£ Matrica krutosty — Ukupna matvica Krutosts

Primer - tri konatna elementa oblika sctapa

1

<—

F

FZ
<
P3

Fl
FZa

a

a

” 2b 3a
- < I
K1 = A1E1/L1 K2 = A2E2/L2
k,  —k | (u Ey| | ke —ky |[uy
}=|:_k1 k, :|{u2a} {F3u}_|:_k2 k, }{”w}
"k, k10 0] [0 01 0 0][0 00 0]
|k k10 0) 0 k ik 0] 10 040 0O
10 010 0| |0 “kik O[]0 01k -k
0 01000 00 0] [0 0]k k|
Zaui=0i
(ko <k, L0 0 J(u)
E,| |k k+k i -k 0 s 2l
Bl |0k hvk, —ky ||us o=
0 0 ! -k Ky ||u e

3b

K3 = A3E3/Ls

=| &,

_k3
ks

I

Usy

Uy

}

{1

U2a = U2b=U2 || U3a = U3b=U3
k,+k, -k, 0T'[0
k, k+k, —k,| {0
0 -k, k| |F
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Faze proracuna u MKE ’t

4. Matrica krutost’ — Ukupna matrica krutost

Fi 1

Matricne jednacine celokupnog sistema u kojoj su definisani granicni uslovi predstavljaju
spregnuti sistem algebarskih jednacina u obliku:

g N e 3
u Fi B -1
K, K, ... K,
=y K, K, oo K,
K, K, .. K
u F |- =
. ") S,

gde je n - ukupan broj nepoznatih
stepeni slobode razmatranog
problema.

16



Faze proracuna u MKE ft

S. Prikaz rezultata proracuna

U Dobijeni rezultati primenom metode konacnih elemenata se dalje analizuraju i

interpretiraju.

 Zakljucak svake analize se svodi na odredivanje pomeranja, deformacija, napona,
sopstvenih frekvencija, temperatura, toplotnog fluksa itd.

O Danasnji programski sistemi
postprocesore koji omogucavaju interpretaciju rezulata u numerickom i grafickom obliku.

&5 /) Modal (AS)

2222200220

iraph

bazirani na metodi

konacnih elemenata poseduju

rrrrr

4973

400,

300.

200,

100,

A: Static Structural

Equivalent (von-Mises) Stress - PumpHousing - End Time
Type: Equivalent (von-Mises) Stress
Unit: MPa
Tirne: 1

0.56329 Max
0.50087
0.43845
0.37604
0.31362
0.2512
0.18879
012637
0.063951
0.0015341 Min

B: Copy of Steady-State Thermal
Temperature

Type: Temperature
Unit: °C

Time: 1

90 Max
86.667
83,333
a0
76,667
73.333
70

66.667
&n 997
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3. Tipovi konacnih elemenata

A
N
A



Tipovi konacnih elemenata

Z. Podela konainih elemenata

Postoje razliCite vrste i tipovi konacnih elemenata. Svaki konacni element je definisan:

Dimenzijama

Oblikom

N\

Cvorovima

N\

Stepenima
slobode

{1




Tipovi konacnih elemenata ‘I

Z. Podela konadnih elemenata

Osnovni tipovi konacnih elemenata su odredeni prostorom (geometrijskim dimenzijama)

koji koriste.
Tipovi elemenata
1D elementi 2D elementi 3D elementi

Oblik elementa:
heksaed., tetraed.,
piramida, prizma,

Oblik elementa:
trgougao,
Cetvorougao itd.

Oblik elementa:
Stap, greda,
opruga, cevi, itd

~— AN




Tipovi konacnih elemenata ’z

Z. Podela konadnih elemenata

Konacne elemente je moguce klasifikovati i prema:

e mterpc?_laaonlh Fizickim osobinama
funkcija

e (ljuska, ploca, e (linearan, e tanka ljuska, debela e izotropan,
greda), parabolican, kubni), ljuska anizotropan

Familiji — grupaciji

Svojstvima materijala




Tipovi konacnih elemenata ‘z

2. Podela konacnih elemenata

O Posebnu grupu elemenata Cine vezivni ili grani¢ni elementi.

O Grani¢ni elementi su kategorija koja sluzi za formiranje veza na granicama kontinuma,
koja matematickom modelu definise neki uslov ogranicenja ili optereéenija.

Pojedini tipovi grani¢nih elemenata su:

» Element za definisanje mase; : B
Element tipa tacke I

» Element za definisanje krutog tela;

» Elementi za definisanje krutosti; } _

» Elementi za definisanje prigusenja;

Kruti element 3D Element

N

Ovi elementi se primarno ne koriste za
definisanje geometrije modela, ve¢ za
definisanje veza izmedu elemenata na modelu,
komponenti mase itd.

Element mase — 1D Element

2D Element



Tipovi konacnih elemenata ‘z

2. Jednodimenzionalni konadn/ elementsy

O U sludaju 1D elemenata, jedna od dimenzija je veoma velika u poredenju sa druge dve
dimenzije.

O Jednodimenzioni konacni elementi se mogu podeliti na: Stapove, grede, granicne
elementi, cevne elementi, osno-simetricne ljuske itd.

O Duzina se definiSe modelovanjem linije, dok se druge dimenzije definiSu dodeljivanjem
odgovarajucih preseka liniji.

O Primena: dugacka vratila, spojevi u zglobovima sa jednom osom rotacije, vezivni
elementi.

Prednosti:
> Brzi proradun; (1 B
» LakSe modeliranje i povezivanje;
X>>Y, Z

» Jednostavno je napraviti promene na
modelu;

» Pogodni za automatizaciju proracuna.



Tipovi konacnih elemenata ;I

2. 1D konaln/ elements tipa stapa
L Konacni element tipa Stapa ima dva ¢vora i po jedna stepen slobode u svakom ¢voru.

O Elementi tipa Stapa sluzi za odredivanje naprezanje na zatezanje i/ili pritisak.

O Za slucaj konstante povrsine poprecnog preseka konacnog elementa oblika Stapa po celoj
duzini matrica krutosti ima oblik:

xi |, uf) |_L,i(/')
| -
(k) Fxj
Fxi i _I X




Tipovi konacnih elemenata ‘z
2. 1D konacni elements tipa grede

0 Konacni element tipa grede je element sa dva c¢vora (i, j). Element tipa grede moze sluziti
za ravanske 2D analize, ali i za prostorne 3D analize na naprezanje, zatezanje, pritisak,

savijanje i uvijanje. .
O Za slucaj analize u xy ravni, konacni element ima po tri stepena slobode u svakom cvoru.
Dve translacije u x i y pravcu i jednu rotaciju oko z ose.

O Za prostorne 3D analize konacni element ima po Sest stepeni slobode u svakom cvoru.
Tri translacije u x, y i z pravcu i tri rotaciju oko x, y i z ose.

L Pogodni su za analize kada je odnos vitkosti elementa koji se analizira (GAL*2)/(El) > 30.

Matrica krutosti za slucaj savijanja u xy ravni
Konacni element u obliku grede 12 6L -12 6L
(k] El, 42 -6L 2L
N () % | simetricno 12 6L
X

8
Konacni element tipa grede za slucaj savijanja u xy ravni



Tipovi konacnih elemenata ‘z

2. 1D konacni elements - Graniéni elementi tipa opruge

Konacni element tipa opruge ima dva €vora na krajevima i po jedan stepen slobode u
svakom cvoru.

Ne podrzava analize na savijanje i uvijanje, dok se smatra da je sila konstantna po celom
elementu.

Pojedini elementi tipa opruge sluze i za definisanje prigusenja pri dinamickoj analizi.
Moze se koristiti za modeliranje hidrauli¢nih cilindara.

Matrica krutosti je ista kao i kod elementa tipa Stapa.

Konacni element tipa grede za slucaj savijanja u xy ravni



Tipovi konacnih elemenata ‘z

3. Dvodimenzionaln/ konaini elementsy

O Kod 2D elemenata, dve dimenzije su veoma velike u poredenju sa tre¢om dimenzijom.

O Koriste se za analizu problema koji se mogu posmatrati kao dvodimenzionalni (ravno
stanje deformacije i napona, osnosimetricno stanje deformacije)

O Duzina stranica se definiSe modeliranjem, pri ¢emu se izvlaci srednja povrsina i odreduje
debljina sa obe strane povrsine.

L Najcesce su oblika: trougla, cetvorougla (kvadrat, pravougaonik, romb)

O Prakticna primena: tanke posude, delovi od lima, plasti¢ni delovi poput instrumentalnih
ploca itd.

L Uopste posmatrano 2D diskretizacija se koristi kada je odnos Sirine i debljine veci od 20.

o:p

X, Z>>Y

a) b)

Dvodimenzionalni (ravanski) konacni elementi:

Princip definisanja (modeliranja) 2D elementa a) linearni; b) kvadratni

10



3. 2D konacni elements tip trougla

O Standardni ravanski konacni element oblika trougla ima tri ¢vora i u svakom ¢voru po dva
stepena slobode.

Q Diskretizacijom ravne strukture na trougaoni konacni element (k) u xy-ravni, dobija se
element sa ¢vorovima i, ji k.

Y

Yi

Yi

Tipovi konacnih elemenata

16x6

11S01NJ> edlulen

{1
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Tipovi konacnih elemenata ’z

3. 2D konacni elements tip cetvorougla

O Ravanski konacni element oblika cetvorougla - Cetiri ¢vora i u svakom ¢voru po dva
stepena slobode.

Q Diskretizacijom ravne strukture na kona¢nim elementom (k) u xy-ravni, dobija se element
sa ¢vorovimaii, j, ki m.

kii kij kik kim
k = kji kJJ kkm kjm -
(k) —
. kki kkj kkk kkm =
Ay m . vl | I(mi I(mj kmk kmm ] Q.-')n-
i,
k a
u, QU
)
Yin v c
o
Y, v —
, = k11 k12 k18 W 8‘
y
Y ! u X _ [k] _ k21 kzz k28 —_
= ] ® [
” : : : :
XK
X, B I(81 k82 e k88 _I8x8
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Tipovi konacnih elemenata ’I

4. Trodimenzionaln/ konain/ elementsy

O Prostorni konacni elementi se koriste za analizu trodimenzionalnih problema. Osnovni
trodimenzionalni konaéni elementi su tetraedar, pravilni paralepiped (heksaedar) i
izoparametarski trodimenzioni elementi.

O Ako se geometrija moze preslikati (simetricni i pravilni modeli), tada je poZeljna
heksaedarska ili tetraedarska mreza. Za sve nepravilne oblike koristi se tetra mreza.

O Prakticni primeri: Industrijski ventili, delovi masina alatki, kucista, blok motora, klipnjace,
itd.

13



Tipovi konacnih elemenata ;I

4. 3D konacini elements oblika tetraedra

0 Konacni elemnet oblika tetraedra ima cetiri ¢vora (i, j, k, m) i tri stepena slobode u
svakom ¢voru.

I kii kij kik kim |
[k](k) _ Eji tjj tjk Ejm
ki ki kk km
_kmi kmj kmk kmm 1oyt

14



Tipovi konacnih elemenata
4. 3D konacni elements oblika paraloppeda

{1

O Konacni elemnet oblika tetraedra ima osam ¢vora (i, j, k, m, n, e, f, g) i tri stepena slobode

u svakom cvoru.

[k](k) -

Ii

gi

I[v

99

24x24

15



Tipovi konacnih elemenata ’z

5. [zoparametarski konacni elements

0 Konacne elemente osnovnih geometrijskih oblika mogucée je preslikati, iz lokalnog
koordinatnog sistema u razliCite nepravilne geometrijske oblike s ravnim ili zakrivljenim
stranicama u opstem Dekartovom koordinatnom sistemu.

L Ako je polje pomaka konacnog elementa opisano pomocu istih interpolacijskih funkcija
kao i geometrija elementa, elementi se nazivaju izoparametarski konacni elementi.

4 7 3

P(u,v) 16

——>
>

Osnovni konaéni elementa Izoparametarski konacni elementa »



Tipovi konacnih elemenata ,qz

1D elementi

6. [zbor elementa za anallzu

) Izbor tipa kona¢nog elementa prvenstveno zavisi od:
Geometrijskog modela (1D, 2D ili 3D model)

Tipa analize (strukturna, toplotna itd.)

Vremena potrebnog za analizu 3D elementi
2D elementi

() Tacnost analize direktno zavisi od izabranog tipa konacnog elementa.

| Veli¢inai |
oblik
|geometrije |

Trajanje
projekta

—_— — —_ -

Pravilan/ne " Materijali- PIEThe
1D, 2D, 3D . / Staticka, . J UEANE L reSavanja
" pravilan ' oy linearni/ne razvoj
geometrija : dinamicka : . vod MKE
| oblik linearni || proizvoda problema

17



Tipovi konacnih elemenata ,z

6. [zbor elementa za anallzu

Izbor konacnog elementa za modeliranje, zavisi od geometrijske forme
posmatranog kontinuuma i procene unutrasnje distribucije sila i deformacija.

Geometrijska forma je zadata konceptom konstrukcije i sadrzana je na
projektnoj dokumentaciji.

Forme dugackih ¢lanova (malih dimenzija poprecnog preseka u odnosu na
duzinu) zamenjuju se jednodimenzionim konacnim elementima.

Ravne povrsSine zidova, pregrada, dijafragmi, lamela nosaca, zamenjuju se
dvodimenzionim konacnim elementima (obi¢no za analizu napona).

Tamo gde se javljaju koncentrisana lokalna naprezanja usled geometrijske
slozenosti, koriste se trodimenzioni konac¢ni elementi.



Tipovi konacnih elemenata ,z

7. Primer

Konzolna greda konstantne debljine 5 mm i promenljive visine uévrséena je na levom kraju i optereéena
koncentrisanom silom P = 100 N. Dimenzije su date na slici. Modul elasti¢nosti E= 210 GPa, a Poissonov

koeficijent V je 0,3.
Odrediti vertikalna pomeranje na slobodnom kraju B, najveéi napon na savijanja oko ramena A i
raspodjelu napona na savijanje i smicanja duz vertikalne linije C-C (0,01 m od tog fiksnog kraja).

Prethodno odrediti preko 1D, 2D i 3D modela

0.01'mT

/C

=0.002m¥ P=100"NY

.................................

T 0dmY 0.2my .

==
o
—_—
[
]
I
=
=
A —
A H
1=}
| o
\ e—
vl ¢
LA

................................

Debljin grede= 0.005 m
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Tipovi konacnih elemenata ;I

7. Primer — 1D element

Konacni element: tipa grede BEAM 188

Koristi se za analizu vitkih do umerno debelih grednih struktura. Element se zasniva na TimosSenkovoj
teoriji grede, koja ukljucuje deformacija smicanja.

Element moze biti opisan linearnom, kvadratnom i kubnom funkcijom. Ima dva ¢vora i po Sest
stepeni slobode u svakom ¢voru (tri translacije i tri rotacije). '

20



7. Primer — 1D element

Tipovi konacnih elemenata

0 Max
-0.427
-0.85401

-1.281

-1.708

-2.135

-2.562

-2,089

-3.416

-3.843

-4.27

-4.697
! -5.1241

-5.5511
-5.9781 Min

Unit: MPa

Tirne: 1

11/7/2020 2:42 AM
240 Max

5 213.33

Unit: MPa
Time: 1
11472020 %42 AM

183.67 Max
179.3
174.93
170,53
166,18

Maxirnumm Bending Stre
Type: Maximum Bendin

10 mm

Pomeranje

Napon na savijanje

ox = 122 - 237 MPa

ox=178,32 MPa

€.

Uy =5,98 mm
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Tipovi konacnih elemenata

7. Primer — 2D element

Konacni element: ravanski element plane 183

Plane 183 je 2D element viSeg reda sa osam ili Sest ¢vorova. Interpolaciona funkcija je kvadratnog
oblika i pogodan je za mesiranje nepravilnih mreza.

U svakom ¢voru ima po dva stepena slobode (translacije u X i Y pravcu). MoZe se koristiti za

odredivanje ravanskog stanja napon, ravnskog stanja deformacija ili kao osno-simetricni element (sa
ili bez uvijanja).

M !
Degenerated
triangle
KEYCPT(1)=0 KEYOPT(1)=1

(or axial)

X (or radial)

LTy
RATATL

AT AT
e P e N P R

Ta




Tipovi konac¢nih elemenata @

7. Primer — 2D element

5.3608e-5 Max
-0.68163
-1.3633
-2.045
-2.7067
-3.4084
-4,0001
-A.777
-5.4534

Uy =6,13 mm

-6.1351 Min

i Max

B T PSS

Min

; 172.66 Max

. -0,2447% . 134,20
- 5,92
— -0.71858 —\Eh\
L -(,95579 L 19,185
L 1,193 -1 19,183
L -1.4302 -1 -57.551
L 16674 _ L 05,018 _

oo oxy = 2,15 MPa 12130 ox =173 MPa
. -2.1419 Min -172.65 Min

Napon smicanja duz preseka C-C Normalni napon duz preseka C-C



Tipovi konac¢nih elemenata ;Z

7. Primer — 2D element

Ekvivalentni Misses-ovi naponi

310,53 Max
276,12
2.7
207.29
172,87 B
138246
MM B
69.627

304.74 Max
273,78
242,79
211.82
180.84
140,87
118.89

a7.02

56,046
25972 Min

310,53 Max
Sekv. = 305 MPa 278,81 .“D‘
24711
215,39
183.68
151.97

120,26

o e @! Sekv. = 310 MPa

56,83
25117 Min




Tipovi konacnih elemenata

7. Primer — 3D element

Konacni element: zapreminski element solid 183

Solid 183 je 3D element sa interpolaciona funkcija kvadratnog oblika.

%.

U osnovnoj varijanti element ima 20 ¢vorova i u svakom po tri stepena slobode (translacijeu X, Y i Z
pravcu). Solid 183 se jos moze koristiti i u obliku piramide (13 ¢vorova), tetraedra (10 ¢vorova) i

prizme (15 ¢vorova).

Element podrzava plasti¢nost, hiperplasticnost, puzanje, veliko ugibanje i moguénosti velikog
naprezanja.

MN.O.PUVWI
7. AB
KL.S
1 R
Q

Tetrahedral Option
MN.O.P.UVWI
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Tipovi konacnih elemenata ;z

7. Primer — 3D element

Pomeranje u pravcu dejstva sile

. 0.00011222 Max
-0.68101

— -1.361
— -2.0433
— -2.7244
— -3.4055
— -4.0566
— -4.7678

. -5.4439
-6.13 Min

Uy =6,13 mm




7. Primer

. 314.79 Max
279,97

— 245,15
— 210,33
— 175.5
— 140,68
— 105,36
— F1.044

. 36,224
1.4039 Min

-0.0056247Max
-0.28439

Tipovi konacnih elemenata

178.64 Max
— 3D element s
13981
1204
100,99
81.573
62,159
42,745
2331
3.9174 Min

Ekvivalentni Misses-ovi naponi

duz preseka C-C

oekv. = 178,64 MPa

117772020 11:41 Ak

314.5 Max

-0.52315

-0.78192

-1.0407

-1.20%4

-1.5582

-1.817

-2.0757 v

-2.3345 Min
314.79 Max
284,38
253,97
223.56
193,16

Napon smicanja 16273
132,34

v

duz preseka C-C D91E
71.529
41.122 Min

oxy = 2,33 MPa

s 284.07

233,64
2231
192,78
162,34
131.31
10.48
71.047
40615 Min

Ekvivalentni Misses-ovi naponi
duZ ramena A

oekv. =314 MPa

Ekvivalentni Misses-ovi naponi

duz ramena A

oekv. =314 MPa



Tipovi konacnih elemenata

7. _Primer — Kastiljanova teorema

Moment u funkciji X koordinate:

M = —P(L - x)

Moment inercije se menja sa promenom x-koordinate pa ‘e pomeranje tacke B biti:

|

0

=0

I M(@M /ap)d °3j°2 M (oM /0P) .

0 0.1 I2

—P(L- X)( (L=X) 03°Z—P(L X)((L=%))
E(h’h/12) E(h’b/12)

0.1

=+[L2X—LX2+X3/3]O'1+L[L —Lx®+x /3]0302
E(h’b/12)

.00582=5,82 [mm]

o " E(h’b/12)

Maksimalni napon duz Y ose u preseku C-C:

M(h,/2)  M(h,/2) P(0.302—0.01)hl/2

G = - ~178.8 MPa
El, E(h’/12)  E(h’b/12)
Napon smicanja u preseku C-C:
* *
3V _3*00N _ 3*100 s 544 mpa

Tmax = 2A 2*(h1 *b) 2*0.014*0.005

€.
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Tipovi konacnih elemenata

7. Primer — Poredenje rezultata

3.0
2.8

2.6

22

5 2.0
1.8
1.6
1.4
1.2
1.0

! S ! | A e M | | s ool P | £ P s | | S ! i ‘ | B e s | G
nom
El,
24—
(O-X)max
K, =~ fmax
b, Gnom
}\ \\ L K :(O-X)max
i k\ | Hih=6 t O hom
— \\%/2 : (o)
e — 3 e
————1.2 (o}
'““\-_i_,________ oy Kt _ x Jmax
I . ! 1.01 Gnom
Ll L R S R Lok Lt Lodsad ok  SEEE it S |
0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Pomeranja tacke B

Uy [mm]

Normalni naponi u
preseku C [MPa]

Normalni naponi na

ramenu B [MPa]

Naponi smicanja u
preseku C [MPa]

5,84

178,8

2,14

5,98

178,32

237

6,13 6,13
173 178,64
310 314
2,15 2,33

Koeficijent koncentracije napona za tacku A

_M(h,/2)  M(h,/2) 6M _ 6*100*(0.302-0.102)

=240.0 MPa

==—"=-129 - 2D element
240

~ E(h3b/12) EhZb  210e9*0.0172*0.005

237

=22"-0,98- 1D element

240

310 ZaH/h=1,4ir/h=0,2

sa dijagrama Kt = 1,45

314

=—"—"=1,30 - 3D element

240
29

€.
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE

Z. Proces analize u programskim sisitemuma

!

Proces analize u programskim sistemima baziranihm na metodi konacnih elemenata, definsan
je kroz tri faze.

-

e Definisanje
geometrije

e |zbor tipa analize

e |zbor materijala

e Diskretizacija

e Opterecenjei
granicni uslovi

PREPROCESIRANIJE

PROCESIRANIJE

e Podesavanje
parametara analize
e ReSavanje
postavljenih
jednacina

e Prikaze celokupnih
rezultata analize

e Prikaz parcijalnih
rezultata

e Numericki oblik

e Graficki oblik

POSTPROCESIRANIJE




Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE ‘,z

2. Pojedini tipovi’ analize

Jedna od najvecih prednosti je primena na povezane probleme poput: fluidno-strukturne
analize, toplotno-mehanicke, toplotno-hemijsko-mehanicke i dr.

Staticka Dinamicka Toplotna L i Ekspilicitna
analiza analiza analiza analiza

. Simulacija
: : > Analiza : :
Linearna - q proizvodnje
yaard (zavari.)

Opt. oblika i

Ne-linearna o
velicine

frekventnog toplotnih . kalupa za

staticka _ : :
odziva 4 napona | ¢ )\ J | brizganje __

Kvazi- I Analiza Analiza Analiza

Kontaktna

sudara

I Analiza




Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE 'i

3. Definisanfe osobina materijala

Svojstva materijala su veoma vazna i prva pretpostavka se odnosi da bilo koji MK model
se u potpunosti moze definisati sa mehanickim osobinama materijala.

Najveci broj matrijala koji se koriste za analize su linearni izotropni materijali.

Mehanicke osobine koje se uvek moraju definisati kod analiza su: modul elasticnosti,
Paosonov koeficijent.

Potrebna svojstva materijala zavise od tipova analize koje se izvrSavaju (linearna ili
nelinearna, staticka ili dinamicka analiza, stacionarna ili ne-stacionarna, itd.).

4

Napon
Linearna staticka
analiza Plasti¢no podrucje
Maksimalna
300 MPa f-ooooeeeee A évrstoca Tacka loma

Napon tecenja

Elasticno podrucje

0.0015 Deformacija 4



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE 'i

3. Definisanfe osobina materijala

Minimum svojstava materijala koji su potrebni za pojedine analize.

Modul

.y . DA DA DA DA DA DA DA DA
elasti¢nosti
Paos. koef. DA DA DA DA DA DA DA DA
Gustina DA DA DA DA DA DA* DA DA
provodljiv.
Top. Sirenje DA DA
Spec.

D D
toplota A A
Krina napon
D

— deform. A
Kriva veka
otkaza (SN DA

kriva)



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE 'i

3. Definisanje osobina materijala - Bilinearns (li multilineams zotropni materijal

Mehanicke osobine koje se uvek moraju definisati kod ovih materujala su: granica
tecenja (yield strength), tangentni modul elasticnosti (tangent modulus).

Matrice krutosti kod nelinearnog ponasanja materijala imaju formalno isti oblik kao i pri
linearnom ponasanju materijala, ali se umesto konstantnog modula elasti¢nosti (E)

javlja tangentni modul (Et) koji zavisi od nivoa naprezanja u elementu.

Bilinearni materijali se mogu definisati kao elasto-plasticni i savrSeno plasticni materijali

L

Elasto-plasticno

Model multilinearno izotropskog
ili kinematskog ¢vrs¢avanja

Savrseno plasticno (Multilinear Isotropic Hardening)

Model bilinearnog izotropskog

ili kinematskog ocvrscavanja
(Bilinear Isotropic Hardening) N
Deformacija

™

Deformacija



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE 'i

4. Diskretizacija

Cilj diskretizacije modela da Sto vernije definiSe oblik i ponasanje realnog fizickog
sistema, konstrukcije i sl.

U ovom delu aktivnosti treba izabrati i takve konacne elemente koji imaju osobine da
najbolje simuliraju ponasanje realnog fizickog objekta.

Od veli¢ine elementa, nacina diskretizacije i vrste elementa direktno zavise i rezultati
analize.

Generisanje mreze, pre svega, zavisi od geometrije posmatranog objekta.

3 linije 4 linije | 6 linija f \ 8 linija



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE Jz

4. Diskretizacija

Ako na posmtranom problemu postoje radijusi gde se javlja koncentracija napona,
mreza konacnih elemenata mora biti gus¢a, odnosno sitnija (manja duzina stranice
konacnog elementa) blize tim zonama.

Vedi broj évorova i elemenata = VECA TACNOST IZLAZNIH PARAMETARA

Zaobljena povrsina

16 elemenata
duz radijusa

8 elemenata
duz radijusa

4 elementa
duz radijusa

2 elementa
duz radijusa



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE i

4. Diskretizacija

?

Vreme resSavanja zavisi od ukupnog broja stepeni slobode koje treba analizirati, odnosno
ono je direktno proporcionalno broju stepeni slobode.

Srednja veli¢éina mreze redukuje vreme reSavanja, bez uticaja na tacnost izlaznih

parametara.

‘Q s B

—

/ q/ ' a E nost '.

rezultata

vreme ~100%
reSavanja

linija/Vise
elemenata

Ta(”:nost

rezultata
Manje =90 -100%
vreme
/ reSavanja
OSred nja
mreza (maniji
broj
elemenata)



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE Az

4. Diskretizacija — Koyl tip diskretizac(je (Mesh) koristits 1 kada?

Standard Mesh (High Quality)

» jednostavne prizmaticne delove,
» osovine, vratila, plo¢e, nosace,
» analizu sklopova.

» za analize u pocetnoj fazi proracuna

za brzu procenu opstih reSenja itd...
Prednosti:

v’ brza diskretizacija i proracun,

v dovoljno tac¢an za 70-80% simulacija.

Curvature-Based Mesh

» mali radijusi,
» zakrivljene povrsine,
» rupe/otvori sa malim radijusom,

» Delovi gde je potrebna tacnost zakrivljene
geometrije (zupcanici, bregaste ploce,
turbinske lopatice itd..)

» delovi sa znacajnom zakrivljenoscu.
Prednosti:

v" Automatski definise manje elemente oblasti
sa velikom zakrivljenosc¢u

v' Omogucava tacniju raspodelu napona oko
radijusa, rupa/otvora idr...

v" Smanjuje potrebu za ru¢nim mesh kontrolama,



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE

!

4. Diskretizacija — Koyl tip diskretizac(je (Mesh) koristits 1 kada?

Blended Curvature-Based Mesh

» Za veoma kompleksne dijelove koji imaju
kombinaciju razli¢itih povrSina (velike ravne
povrsSine + vrlo male zakrivljene povrsine.

» Modeli kod kojih obi¢an Curvature-based
mesh postaje previsSe gust ili ne uspeva da se
generise.

» Simulacije visokog nivoa detalja, kao Sto su:

tanko—zidne strukture kombinovane sa
punim (solid) elementima,

livene i kovane komponente,

slozena, nepravilna, glatka 3D forma, bez

jasnih  prizmati¢nih  ili  cilindricnih
segmenata (biomehanickih delova,
aerodinamicke forme, modeli sa

nepravilnim i glatkim prelazima).

Prednosti:

v Obezbeduje bolje prelaze izmedu zona
razliCite gustine mreze i sprecava
previse male elemente,

v’ Poboljsava konvergenciju i smanjuje
racunarsko optereéenje u poredenju
sa Cistim curvature-based mesh-om.

11



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE Az

4. Diskretizacija — Koyl tip diskretizaclje (Mesh) koristits 1 kada? PREPORUKE

Prizmaticni delovi - PRIMER

Tip dela

Solid - ekstrudirani blok

Nosac sa rupama

Nosac rama

Prizmatic¢ni deo sa malim
radijusima 0.5 mm

Prizmaticni deo sa jednim
kompleksnim zakrivljenim
dzepom

Najbolja mreza

Standard

Standard + Mesh Controls

Standard

Curvature-Based

Blended Mesh

Razlog

Ravne povrsine, jednostavno

Rupe zahtevaju fino mesiranje

Dugi prizmaticni ¢lanovi

Potrebni sitni elementi na
radijsu

Dobar prelaz izmedu zona

12



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE Az

4. Diskretizacija — Koyl tip diskretizaclje (Mesh) koristits 1 kada? PREPORUKE

Rotacioni delovi- PRIMER

Geometrijska karakteristika
Osovine/vratila
Radijusi i ramena

Lezista (kontakt unutrasnjeg
prstena)

Zljebovi za klin/ mali Zlebovi

Ceo sklop

Preporucena mreza

Standard (High Quality)

Curvature-based ili Mesh
Control

Blended Mesh

Curvature + Mesh Control

Standard + ciljane Mesh
kontrole

Zasto

Brzo, tacho za moment
savijanja

Veliki gradijent napona

Kompleksna zakrivljenost +
glatki prelaz

Sprecava premalo mesiranje

Uravnotezena tacnost i
performanse

13



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE

4. Diskretizaclja — Kako da odredim velilinu kon. elementa? - PREPORUKE

Prizmaticni delovi

Opsta veli¢ina elementa:
O 3-10% najmanje dimenzije dela.

Ostali  detalji na  prizmaticnim
delovima:

» rupe/otvori: element = precnik / 6
» radijusi: element=R/3doR/5

> ivice sa koncentrisanim
optere¢enjem: element = 1-3 mm

» kontaktne povrsine : element = 1-2
mm

Rotacioni delovi

Opsta velicina elementa:
 3-7% od precnika.

Ostali detalji na rotacionim delovima:

» Zljeb za klin: element = 0.5 do 1 mm
> Zljeb za seger: element = 0.3 do 0.8 mm
» radijusi: element=R/3doR/5

» ivice sa koncentrisanim optereéenjem:
element = 1-3 mm

» kontaktne povrsine (lezaj - vratilo) : element
=1-1.5 mm

» zona oko mesta ulezistenja: element = 0.5 -
1 mm

!
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE "z

4. Diskretizaclja — Kako da odredim velidinu kon. elementa? - PREPORUKE

PRIMER

Standard 12057 22176

Standard+mesh control 56499 93112 22.8
Curvatrure 42856 70851 22.8
Blanded 26999 46257 20.6

Redifine Standard Mesh 120915 190772 22.8

15



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE 'i

5. Opterelenja [ ogranilenfa

Opterecenja i oslonci odgovaraju stepenima slobode koji su dostupni za
elemente koji se koristi za definisanje modela.

Zapreminskim modelima odgovaraju stepeni slobode u X, Y i Z pravcu. Za
povrsinsku geometriju i drede se dodaju i rotacioni stepeni slobode oko X, Y i
Z ose.

Granicni uslovi su uvek definisani u skladu sa stepenima slobode.

Granicni uslovi se mogu primeniti na geometriju modela ili na ¢vorove u
zavisnosti od vrste opterecenja.

Uy

5w

Uz

16
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE

5. Opterelenja | ogranilenfa

Opterecenja koja se najcesc¢e mogu sresti u programskim sistemima baziranim na metodi

konacnih elemenata se mogu podeliti u tri grupe:

i

Opterecenja po
o elementima
OpterecCenja u
cvorovima . kontinualno,
Globalna opterecenja Vs ~ e pritisak,
k—‘ e sila/moment, e temperatura,
® pomeranje, e konvekcija,

« gravitaciono ¢ brzina, . kon.fjulf.cija,
ubrzanje/centrifuga * temperatura, * radijacija.
Ino opterecenje, e generisana toplota,

* brzina, e toplotni fluks.

e temperatura.

. Y \. y

17



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE "I

5. Opterelenja | ogranilenfa

Mnoga optereéenja je moguce definisati preko vektora ili komponeneti vektora.

Opterecenja mogu imati komponente u pravcima koja su definisana u opstem ili
lokalnom koordinatnom sistemu.

Sila gravitacije Brzina rotacije
(svi delovi) (selektovani delovi)

Jedinice DuZina/vreme? DuZina/vreme? Rad/sekundi ili o/min

U pravcu lokalnog ili
Definsano preko Komponeneti ili Vektora globalnog koordinatnog
sistema

Resulting forces: Resulting forces:
Napomena T

Ubrzanje — koristi se kada su poznate vrednosti ubrzanja koje deluje kao opterecenje na sistem.

Komponeneti ili Vektora

Gravitacija — kada se Zeli ukljluciti uticaj sopstvene tezine modela.

Brzina rotacije — ukljucuje efekat obrtanja predmeta bez ubrzanja.

18



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE ’I

5. Opterelenja | ogranilenfa

Pritisak po povrsini | Pritisak po liniji

Jedinice N/m? N/m N Nm

Vektora,
Komponeneti ili komponeneti ili
Vektora tangencijalno (duz
linije)

Komponeneti ili Komponeneti ili

Definsano preko Vektora Vektora

Pozitivna vrednost
deluje na povrsinu,
negativna sa
povrsine

Pritisak — povrsinsko optereéenje koje se koristi npr. U slu¢ajevima analize sudova pod
pritiskom.

Napomena

Sila — vektor silie ili komponeneta koja mozZe delovati na povrsinu, ivicu ili temena.

Moment-— Cesto se koristi u slucaju torzije (uvrtanja)

19



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE "t

5. Opterelenja | ogranilenfa

Hidrostaticki pritisak — Pritisak (zazavn teZinom tecnosts

Primenjuje se kao linearno promenljivo opterecenje na povrsini radi simulacije
delovanja sile fluida na strukturu.

Moze se primenjivati radi simulacije delovanja unutrasnjeg fluida (te¢nost unutar
posude) ili spoljasnjeg fluida (npr. Potopljeno telo)

Spoljasniji Unnutrasnji

20



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE ‘,z

5. Opterelenja [ ogranilenja

LeZaino opterecense (Bearing load)

Opterecenje koje se primenjuje na cilindricne povrsine sa posebnom raspodelom sila
(kompreijom) koje simuliraju neravhomerni pritisak izmedu leZaja i osovine/vratila;

Nema aksijalne komponetnte;
Koristi se samo za opterecenje lezaja po cilindri¢noj povrsini.

Opterecenja lezaja se mogu definisati preko vektora ili komponeneti

Opterecenje lezaja Opterecenje silom

21



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE Jz

5. Opterelenja | ogranilenfa

Opterecenje pomereno iz tacke dejstva (Remote Force)

Primenjuje se kao ekvivalenta sila iil moment na povrsinu modela.
Moze se definisati kao vektor ili komponeneta.

Primenjena sila/moment u ovom slucaju deluje van modela, ali je povezana sa

modelom.
Fy

"

ol
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE "I

5. Opterelenja | ogranilenfa

Zatezanje vijka (Bolt pretension)

Primenjuje prednaprezanje (vijci se cCesto zatezu — unapred opterecuju radi
povecanja nosivosti) na zapreminski cilindri¢ni presek ili gredu definisudi:

Silu prednaprezanja iii
PodesSavanje duZine

Za opterecenje tela se zahteva lokalni koordinatni sistem (prednaprezanje mora biti u
Z pravcu)

23



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE "I

5. Opterelenja | ogranilenfa

Opterec¢enja mogu biti u vidu kretanja usled sopstvene frekvencije ili druge
spoljasnje pobude, vibracija itd.

Opterecenja u spoju su obi¢no dinamicka opterecenja kao: obrtanje/brzina rotacije,
ubrzanje/moment.

24



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE Jz

5. Opterelenja | ogranilenfa
Toplotna opterecenja (uslovi) Er;? = 81;;; — 8; — CZ(T — 7:1:;‘)
Primenjuje se uniformna temperatura u strukturnoj analizi.

Moraju se navesti referentne temperature koje se mogu odnositi na sva tela ili
pojedinacna tela.

25



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE 'i

5. Opterelenja [ ogranicenja

Oslonci su jedan od najvaznijih aspekata konstrukcije, jer definiSu kako se
sile unutar konstrukcije prenose ka zemlji ili ka drugim elementima.

Poznavanje odgovarajucih oslonaca je potrebno pre resavanja modela, jer
nam govori kakvi su grani¢ni uslovi (ogranicenja).

Oslonci su kritican deo svake strukturne analize.

Strukturni sistemi imaju zavarene spojeve, navojne veze, veze ostvarene
Civijama itd.

Sistemi ili oprema mogu biti oslonjeni elasti¢nim osloncima, krutim vezama,
prigusnicama, oprugama itd.

Oslonci ili grani¢ni uslovi predstavljaju fiksni polozaj u statickoj analizi. Oni
se mogu idealizovati na osnovu pravilno izabranih stepeni slobode.

Kada oslonac ograniCava kretanje usled delovanja spoljasnje sile, na
osloncima Ce se javiti sila reakcije.
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE 'i

5. Opterelenja [ ogranicenja
Fiksni oslonac (Fixed Support)
OgranicCava sve stepene slobode izabranog entiteta;
Zapreminska tela: ogranicCenje u X, Y i Z pravcu

Povrsinska i linijska tela: ograniCenja u X, Y i Z pravcu i rotacije oko X,
YiZose.

DefiniSe se na liniji, u tacki ili na povrsini modela

Slobodni oslonac (Displacement)

Omogucava zadavanje diskretnih vrednosti pomeranjima u X, Y i Z
pravcu.

Postavljanjem vrednosti na “0” za neki od pravaca znaci da je kretanje
ograniceno u tom ili tim pravcima. U sluCaju ne zadavanja konkretne
vrednosti smatra se da je kretanje slobodno - objekat se krece kao kruto
telo.

DefiniSe se na liniji, u tacki ili na povrsini modela
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE ‘I

5. Opterelena ( ogranicenja
Elasticni oslonac (Elastic Support)
Ovo ogranicenje primenjuje fleksibilni oslonac bez trenja na povrsinu;
Zahteva se definisanje krutosti “temelja”

Krutost temelja je pritisak potreban za proizvodenje jedinicnog
normalnog izvijanja “temelja”

DefiniSe se na na povrsini modela

Elastic support
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE ‘z

5. Opterelena ( ogranicenja

Oslonac bez trenja (Frictionless Support)

Primenjuje se za fiksna ogranicenja koja su u normalnom pravcu na povrsinu
modela (Oduzima stepene slobode u normalnom pravcu na izabranu povrsinu).

Ovo ograniCenje se primenjuje kako bi se spreCilo kretanje ili deformisanje
povrSine u normalnom pravcu.

|
Ograniceno kretanje
u radijalnim pravcima

H‘_-'-
Fiksirana translacija

Slobodna translacija _
van ravni oslonca

u ravni oslonca

Slobodno kretanjeu | k_.--'
tangencijalnom i
aksijalnom pravcu -




Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE Jz

5. Opterelena ( ogranicenja

Oslonac bez trenja (Frictionless Support)

Moze se koristiti za ravne i cilindricne povrsine.

Ukoliko se primenjuje na ravne povrsine ovo ogranicenje se ponasa kao simetricni
granicni uslovi, ali ne zahteva postavljanje lokalnog koorinatnog sistema za

povrsine koje nisu uskladene sa opstim koordinatnim sistemom.

. Frictionless Support

Ogranicenje u
normalnom pravcu
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE "I

5. Opterelena ( ogranicenja

Cilindricni oslonac (Cylindrical Support)

Omogucava individualnu kontrolu (fiksirano/slobodno) za aksijalni, radijalni ili
tangencijalni pravac .

Primenjuje se samo za cilindricne povrsine

Radijalni —

Tangencijalni k__--"'

Aksijalni
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE "t

5. Opterelena ( ogranicenja

Ogranicenje kompresije (sabijanja) (Compresion Only Support)
Primenjuje ogranicenje sabijanja samo u normalnom pravcu.
Primenjuje se samo za cilindricne povrsine zakivki, Civija, navrtke, vijke.

Zahteva iterativno nelinearno resavanje problema.

O @

Samo
kompresija 32




Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE Az

5. Opterelenja [ ogranicenja
Jednostavni oslonac (Simply Support)
Primenjuje se na ivice ili temena povrsina ili linijskih tela
Ogranicava sve translacije ali su sve rotacije slobodne.
Fiksna rotacija (Fiixed Rotation)
Moze se primeniti na povrsine, ivice, temena povrsina ili linijska tela.

Ogranicava rotacije ali su translacije slobodne

l
/y

2 —

Fiksna translacija Slobodna translacija

Slobodna rotacija Fiksna rotacija
33



Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE 'i

é. Procestranyse

Procesor omogucava resavanje postavljene relacije za odgovarajuce granic¢ne uslove
definisane u preprocesoru.

Danasnji programski sistemi bazirani na metodi konacnih elemenata najcesce
poseduju primarni (standardni) procesor (solver) koji koristi direktan postupak za
reSavanje sistema linearnih jednacina.

Dolazenje do tacnog reSenja, primenom konacnog broja operacija i uz
zanemarivanje greske zaokruzivanja, zasnovano je na Gausovom postupku
reSavanja sistema linearnih jednacina.

Pored toga, programski sistem poseduje i procesore (solvere) koji koriste iterativne
postupke reSavanja postavljenog sistema linearnih jednacina, kao sto su: JCG solver
i PCG solver.

JCG _solver (Jacobi Conjugate Gradient)-koji koristi Jakobijev postupak sa
konjugovanim gradijentom.

PCG solver (Preconditioned Conjugate Gradient)-koji funkcionise slicno JCG
solveru, s tim da je Cetri do deset puta brzi kada su u pitanju zapreminski
konacni elementi za staticku analizu, a oko deset puta je brzi kod elemenata
tipa ljuske.
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE 'i

7. Postprocesiranje — Prikaz (zlaznih informacija

Postprocesiranje predstavlja proces vizuelizacije dobijenih rezultata.

Pri postprocesiranju podaci se mogu prikazati u dva oblika: numerickom i
grafickom.

Struktura rezultata sadrzi:

Ukupna pomeranja i pomeranja u pravcima koordinatog sistema.

Komponenete napona, glavne napone i deformacije ili izvedena njihova
resenja.

Resanja kontaktnih analiza
Sile reakcija, itd.

Graficki prikaz rezultata je u vidu kontrunog ili vektorskog prikaza
deformisane geometrije modela
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE 'i

7. Postprocesiranje — Prikaz (zlaznih informacija

Pomeranja na modelu mogu biti prikazana kao:

Ukupna pomeranja u vidu skalarne velicCine

= JUZ+UZ+U?

ukup

X, Y, i Z komponente pomeranja u opstem ili lokalnom koordinatnom
sistemu.

Naponi i deformacije:

Naponi i (elasticne) deformacije, komponenete mogu biti prikazani kao
normalni (X, Y i Z), ekvivalentni ili smicuci (XY, YZ i XY).

Glavni naponi su uvek rasporedeni tako da je 01> 62 > 03
Intenzitet napona je definisan kao najveca apsolutna vrednost :
‘0-1_(72‘ “72_0-3‘ ‘0-3_0-1‘
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE i

7. Postprocesiranje — Prikaz (zlaznih informacija

Pomeranja se odreduju u cvorovima i to su primarna resenja.

URES (rmem)

1173
W .
0938

0821

0704

{ ‘v 0585
N gano

L 0352
0235
017
0.000

—_

Napon i deformacije u c¢vorovima je
srednja vrednost oko Gauss-ovih tacaka lzvedena reenja na bazi

Napon i deformacije u elementu je srednja interpolacije

vrednost elementa Gauss-ovih tacaka

@ Naponi u ¢voru

o_.J o. ©

Gauss-ove tacke

o Naponi u

® NI °
. . . elementu
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE Az

7. Postprocesiranje — Prikaz (zlaznih informacija

Odredivanje stepena sigurnosti se zasniva na nekoliko teorija o otkazu
materijala:

Teoriji plasticnosti
Maksimalni ekvivalentni napon
Maksimalni napon smicanja
Teoriji zamora materijala
Mohr — Coulomb-ov napon

Makimalno naprezanje
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Analiza u programskim sistemima baziranim na MKE ‘z

7. Postprocesiranje — Prikaz (zlaznih informacija

Nakon pregleda svih resenja, veoma je vazno izvrsiti validaciju rezultata.
Jedan od najcescih prilaza je da se verifikuje staticka jednacina ravnoteze:

Fprimenjeno = Fsila reakcije

F : L-"H i,
reaction : 7 wretea e

TYPE MASS T e e
1 0.619953E-03 e R

—_Dtllihl
v Fanie Sam oo
Dwtnkal” . etz Mrihed L oymlary Comibion
= Hope
Geormefy

ALy CAnEtion el Sepan

Dl o Skl Taee drai e Sl
wnpamey

Oirtufe 8y [T T
Cageamate e Ghabal Coarminabe Srriem [T Lt Towas
Elpmparent ) LT meged
P Compoment W91, swny” araed dn
I Comparend 0, Pews oaeged [ AT
Fuppreiued L] ah

=

F,=m-a=0/62g-9,81m/s* = 6,082 N = Sili reakcije
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5. STATICKA ANALIZA U MKE




Staticka analiza u MKE i

Analiza statickog ponaSanja sluzi da se odrede pomeranja, naponi, deformacije i sile u

skopovima ili komponenetama usled opterecenja koje nije prouzorkovano inercijalnim
silama i nema efekta prigusenja.

Optereéenje koje deluje i odziv strukture se ne menja ili se veoma sporo menja sa
vremenom.

Linearna
analiza

Kontaktna
Inelinearnost

TSTATICKA |
ANALIZA

Nelinearna
analiza

Nelinearnost
materijala

Geometrijska
nelinearnost




Staticka analiza u MKE 'i

1. Staticka linearna analiza

Prilicno je jednostavna (ali najéesée koriséena) u poredenju sa drugim tipovima analize.
Linearna, znaci da solver koristi linearnu promne izmedu deformacija i napona, i

Staticka, znaci da nema promene uslova (opterecenja) tokom vremena.

/ Linearna promena

Nelinearna promena

Napon

Deformacija

Linearnom analizom se mozZe identifikovati mesto i vrednost (intenzitet) velikih napona, a
na osnovu toga konstatovati da ¢e dodi do plasti¢nih deformacija ili loma materijala.

Na osnovu toga, se zakljuCuje da je do otkaza dosSlo prema kriterijumu granice tecenja ili
maksimalnih napona za izabrani materijal (npr. vrednosti napona iz analize prelaze napon
teCenja za posmatrani materijal — doci ¢e do plasti¢nih deformacija). 3



Staticka analiza u MKE 'i

1. Staticka linearna analiza

Numericki metod se koristi za reSavanje vektora pomeranja, na osnovu matrice krutosti i
vektora sila.

Matrica krutosti je singularna, dok se ne primeni neki od grani¢nih uslova, kako bi se
izbeglo kretanje krutog tela.

Nepoznata pomeranja se reSavaju Gauss-Seidel-ovom metodom ili Gausovom metodom
eliminacije koris¢enjem direktnog solvera.

Za odredivanje napona se koristi Hukov zakon (o = € * E).

Pretpostavlja se da su deformacije u opsegu elasti¢nosti materijala i da su naponi linearna
funkcija deformacija (zbog nelinearnosti ne dolazi do velikih deformacija).

Naponi se izraCunavaju uu ¢vorovima , a odgovarajuca interpolaciona funkcija se koristi za
odredivanje napona, deformacija na linijama, povrSinama ili zapreminama modela.

Linearna staticka analize se najcéesée koristi zbod brzog odziva i nedostupnosti podataka
vezanih za nelinearnost materijala.

Koristi se u mnogim industrijama kao Sto su: automobilska, avio, industrija nafte i gasa,
gradjevinarstvu, itd.



Staticka analiza u MKE

2. Staticka nelmearna analiza

Nelinearnost je veoma vazan pojam u metodi konacnih elemenata.

Samo promena linearne u nelinearnu zonu nije dovoljna.

Nelinearno, znaci da sila nasuprot pomeranju nije prava linija, sila se menja tokom
vremena.

Krutost konstrukcije vise nije konstantna, vec varira s obzirom na opterecenje i predstavlja
tangentu na krivu sila — pomeranje u odredenoj tacki.




Staticka analiza u MKE 'z

2. Staticka nelmearna analiza

Za strukturu se kaze da je nelinearna, ako opterecenje uzrokuje znalajne promene
krutosti.

Tipicni razlozi za promene krutosti su:

Marerijal se ne ponasa u skladu sa Hukovim zakonom, i plasticno se deformise nakon
granice elasti¢nosti.

Velike deformacije usled malih ili velikih opterecenija.

Nagla promena u kontaktima izmedu analiziranih komponeneti.




Staticka analiza u MKE Az

2. Staticka nelinearna analiza — Geometrijska nelinearnost

Geometrijske nelinearnosti se odnose na geometrijske promene i odstupanja geometrije.

Promenljiva geometrijska konfiguracija usled velikih deformacija (Large strain)
konstrukcije uzrokuje nelinearno ponasanje.

Geometrijska nelinearnost nastaje i usled velikih napona (Naponskih kretanja-Stress
stiffening) i rotacija (Large rotation).

FTiF
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Staticka analiza u MKE 'i

2. Staticka nelinearna analiza — Nelinearnost u materyjalu

Nelinearnosti u materijalu ispoljavaju nelinearne relacije izmedu napona i deformacija,
tako da je napon nelinearna funkcija deformacije.

Nelinearna kriva pomaze u odredivanju tacnog napona u odnosu na deformaciju nakon
granice tecenja.

Programski sistemi obuhvataju sledece nelinearnosti u materijalu:
Nelinearna elasticnost (Nonlinear elastic)
Hiper-elasticnost (Hyperplastic)
Linearno elasti¢no —idealno plasti¢no (Linear elastic perfectly plastic)
Elasticno — idealno plasti¢no (Elastic perfectly plastic)

Puzanje (Elastic time dependent plastic (creep))



Staticka analiza u MKE 'i

2. Staticka nelinearma analiza — Nelinearnost u kontaktu

Nelinearnost u kontaktu se ogleda u nagloj promene krutosti kada tela ulaze ili izlaze iz
zone kontakta.

Ovaj tip nelinearnosti koristi se za simulaciju zazora izmedu dva dela.

B16.12 I

652.9 L




Staticka analiza u MKE Az

3. Nelinearno resavanfe koriséenjem [inearmog solvera

U nelinearnoj analizi, odgovor se ne moze predvideti direktno pomocu skupa linearnih
jednacine.

Nelinearna struktura se moze analizirati pomocu iterativnog niza linearnih aproksimacija,
sa korekcijama.

Programski sistemi koristi iterativni postupak tzv. Newton-Raphson-ovu metodu. Svaka
iteracija je poznata kao iteracija ravnoteze.

Newton-Raphson Method

Stvarni odnos izmedu
opterecenja i pomeranja nije
unapred poznat.

X X .
‘ Pomeranje

10



Staticka analiza u MKE Az

3. Nelinearno resavanfe koriséenjem [inearmog solvera

Pri ovoj metodi reSavanja pojavice se razlika unutrasnjih opterecenja (F? - F"") koja se
naziva ostatak.

Ostatak je mera neravnoteze sila u strukturi.

Cilj je ponavljanje (iteracije) reSavanja dok ostatak ne postane prihvatljvo mali, odnosno
dok resenje ne konvergira ka 0.

Kada se postigne konvergacije, reSenje je u ravnotezi — unutar prihvatljivih granica.

-

4x+3

31 { Fe
Frr

Fnr

11



Staticka analiza u MKE Az

3. Nelinearno resavanfe koriséenjem [inearmog solvera

Pri reSavanju Newton-Raphson-ovu metodom se ne garantuje da ¢e reSenje konvergirati u
svim slucajevima.

ReSenje ¢e konvergirati ka nuli samo ako je pocetno podeSavanje unutra radijusa
konvergencije.

Kada se pomeranje (Ui) nalazi unutra radijusa konvergencije, reSenje sistema ce
konvergirati (priblizavati se nuli), ali kako se pomeranje Ui udaljava od radijusa
konvergencije, onda resenja ne kovergitaju, ve¢ pocinju da se razliaze.

L

RazilaZzenje

Fi2 f= === = ===

Fiil |= === == = =




Staticka analiza u MKE

3. Nelinearno resavanfe koriséenjem [inearmog solvera

Da bi se dobilo da reSenje kovergira ka nuli postoje dve metode:

Postepeno primenjivati opterecenje pomerajudi cilj blize pocetku;
Zadavati opterecenje u koracima — razli¢ita promena u opsStem opterecenju.
Zadavati opterecenja u podkoracima — opterecenje se primenjuje postepeno

Koristiti odgovarajuce alate u programskim sistemima kako bi se povecao radijus
konvergencije

Fa — podeljenja u dva podkoraka
Fb — podeljena u tri podkoraka

13



Staticka analiza u MKE Az

3. Nelinearna analiza — Problemi za resavanse

Pri nelinearnoj analizi postoje tri glavna pitanja koja treba resiti:

Dobijanje konvergencije Balansiranje izmedu cene i taCnosti Verifikacija reSenja

\ )

/

f

14



Staticka analiza u MKE Az

3. Nelinearna analiza — Dobjjanfe konvergencije

ako resenje konvergira, pocCetak je unutar radijusa
ako resenje ne konvergira resenje je van radijusa

Ponekad su potrebne (zahtevaju) metode “pokusaj — greska” - ITsleUNSlT\,\gO |

Slozeni problemi mogu zahtevati veliki broj koraka povecanja opterecenja, i
mnoo iteracija za svaki korak povecanja da bi se postigla konvergencija.

U slucaju veceg broja iteracija, povecava se opste vreme potrebno za reSavanje
problema

15



Staticka analiza u MKE 'i

3, Nelinearna analiza — Cena, vreme, tacnost

Svi programski sistemi za MKE analizu ukljuCuju kompromis izmedu troskova
(potrebnog vremena za analizu, kapacitetea diska i zahteva za memorijom) i
tacnosti.

Vise detalja na modelu i gus¢a mreza elemenata uglavhom dovode do tacnijeg
resenja ali zahtevaju vise vremena i hardverskih resursa.

Nelinearne analize dodaju dodatni faktor u vidu broja inkrementa (koraka)
opterecenja koji utiCe na tacnost i cenu (u smislu vremena i potrebnih
hardverskih resursa).

Drugi nelinearni parametri kao sto je kontakt dva tela, takode utiCu na tacnost i
cenu.

16



Staticka analiza u MKE

3. Nelinearna analiza — Veritikacija

U nelinearnoj analizi, kao i u bilo kojoj analizi konacnih elemenata, moraju se
verifikovati rezultati.

Zbog povecane slozenosti nelinearnog ponasanja, nelinearni rezultati su
generalno teze proverljivi.

Studije osetljivosti (povecanje gustine mreze, smanjenje broja koraka

povecanja optereéenja, promenljivost ostali parametri modela) postaju skuplji
(vreme, povedanje hardverskih resursa itd.).

Napon

Gustina mreze 17
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Dinamicka analiza u MKE 'i

Koristi se za odredivanje ponasanja strukture pod optereéenjima koja zavise od vremena
ili frekvencija (ucestalosti).

Kod ovih analiza sile inercije i/ili moguénost pojave prigusenja igraju znacajnu ulogu.

Dinamicka analiza takode ukljuCuje proucavanje slobodnih vibracija tj. oscilovanje
konstukcije nakon prestanka dejstva sile.

Pri ovim analizama obicno se uzima u obzir dinamicko ponasanje usled slededeg:
» Slobodnih vibracija (sopstvene frekvencije i oblici oscilovanja)

Prinudnnih vibracija (npr. vibracije nastale usle obrtnih elemenata)
Seizmickih aktivnosti/Udarnih opterecenja (npr. zemljotresi, eksplozije)

Slucajnih (nasumicnih) vibracija (npr. drumski transport)

YV V. V VY

Vibracija usled opterecenaja koja su promenljiva tokom vremena (sudar, udarac
cekicem itd.)

Svaka situacija se reSava odredenim tipom dinamicke analize.

lzbor odgovarajuceg tipa dinamicke analize zavisi od vrste ulaznih podataka, kao i vrste

Zeljenog rezultata. ,



Dinamicka analiza u MKE

1. Tipovi dinamicke analize

Modalna

Harmonijska

Spektralna

Nasumicne
vibracije

Nestacionarna

sinusoidna pobuda u
opsegu trazenih
frekvencija

spektar koji predstavlja
odgovor na odredenu
vremensku pobudu
(Amp./Hz)

Spektar snage,
predstavljen kao
rapodela verovatnoce
pobude (PSD, Amp”2/Hz)

Opterecenja promenljiva
u vremenu (s, ms)

= sopstvene frekvencije i glavni oblici
oscilovanja
= profil napona/deformacija

® sinusoidni odziv na svakoj frekvenciji
* min/max odziv u definisanom opsegu
frekvencija

maksimalni odziv tokom vremena

verovatnoca raspodele odziva

Vremensko promnljiv odziv

Ne

Ne

Ne

Ne

Da



Dinamicka analiza u MKE ’I

2. Opsta jednalina kretanja

Nelinearna jednacina kretanja za nestacionarnu dinamicku analizu (opSta jednacina)

Nelinearno

c]{u} + [K@]{y]
w_/ v H_/
utost

=)

[M J{u} +

=

) ()
4

Ubrzanje Brzina Pomeranje



Dinamicka analiza u MKE Az

3, Modalna analiza

Modalna analiza se koristi za odredivanje sopstvenih frekvencija i oblika oscilovanja
linearnih elasticnih struktura.

Osnovni tip dinamicke analize jer:

» omogucéava da se pri projektovanju izbegne rezonancija ili da struktura vibrira na
odredenim frekvencijama,

» se moze zakljuciti kakve ée projektovana struktura da ima na razlicite vrste dinamickih
opterecdenja,

» pomaze u odredivanju kontrolnih reSenja (granica-opsega frekvencija) za druge tipove
dinamicke analize

Modalna analiza je osnova za odredivanje integracionih vremenskih koraka u analizi
tranzijentnog odgovora ili analizi frekventnog odgovora.

Pretpostvake:
Struktura je linearna (npr. [M] i [K] su konstantne).

Nema spoljasnjeg opterecenja.



Dinamicka analiza u MKE

3. Modalna analiza bez prigusenja

Linearna jednacina kretanja za slobodne neprigusene vibracije je:

[M]id} + [KJ{uj =0

Za linearne sisteme, slobodne oscilacije bi¢e harmonijske u formi:

W = 19}, sin(ot +6)
(U} =~ {¢},sin(ot +6)

Svakoj sopstvenoj vrednosti, koja je proporcionalna sopstvenoj frekvenciji, postoji
odgovarajuci sopstveni vektor, ili oblik oscilovanja - mod.
Modalna analiza za nepriguseno slobodno oscilovanje daje sopstvene frekvencije prema:

(K]~ [M]){} =0

(V. -i—ta sopstvena kruzna frekvencija (rad/s)

¢i - sopstveni vektor modova oscilovanja i-te sopstvene frekvencije

Sopstvena vrednost i kruzna frekvencija oscilovanja imaju medusobnu vezu:
@,

f. =—- [HZ] 6
27T



Dinamicka analiza u MKE

3. Modalna analiza bez prigusenja

(K]~ [M1){d} =0

Ova jednakost je zadovoljena ako:

a) ¢| =1 - Prosto reSenje, ne podrazumeva vibracije
b) ili ako je det([K]—a)f[M ]) =0

» Ovo je problem sopstvenih frekvencija oscilovanja, koji se moze resiti za
svaki koren w?i

> Resenje detrminante (BF 00 G4y = 2N2) Uiy =2 Gl = 2EN2.

predstavlja polove, odnosno rezonantnu frekvenciju sistema (za sistem sa
Cetiri stepena slobode).

» Za svaku od dobijenih frekvencija postoji vektor oblika oscilovanja ({¢p}1,

{d}2,.... {d}n) koji odreduje pomeranje svakog od stepeni slobode na datoj
frekvenciji .



Dinamicka analiza u MKE

3. Modalna analiza bez prigusenja

U modalnim analizama je:
» Soptvena vrednost (eigenvalues) — kvadrat sopstvene kruzne frekvencije (wi)
» Sopstveni vektor (eigenvectors ) — odgovarajudi oblik oscilovanja (i)

S obzirom da vektori oblika oscilovanja predstavljaju odnose amplituda, dakle ne
predstavljaju amplitude u apsolutnim vrednostima, potrebno je izvrSiti njihovu
normalizaciju.

Postoji vise tehnika normalizacije (mase, krutosti..), u programskim sistemima na bazi
konacnih elemenata se obi¢no koristi normalizacija u odnosu na masu.

o} (M] g} =1

Zbog ove normalizacije samo reSenja oblika za odgovarajuce stepene slobode imaju
stvarno znacenje.



Dinamicka analiza u MKE 'i

e e

3. Modalna analiza bez prigusenja Creqneneys 94592 Hi

11292020 12:11 PrA

Mod 1
«— {Oh
f1=945 Hz

Kvadratni koreni sopstvenih [ i
. a0.252
vrednosti su soptvene 51,736

A=Z.11=

kruzne frekvencije (rad/s). 54,401

25.263
17.24a5
. S.a225
o Flin

D S PSP S em e meaw

Frequerncsy: 51988Hz
LInit: rmarm
11292020 12:12 PRA

Sopstvene frekvencije fi se mogu
izracunati kao: fi = wi/2rt (Hz)

- 410 F Max
Fa.Ta2

Mod 2
<« {O)
f2=5198 Hz

85.416
Sa.071
6. F26
FF.3a1
Z28.03 6

15.69
. 0.2452
0 A
e —

Frequency: S237. T H=
Uit rmrm
117292020 12:13 PRA

Sopstveni vektori ¢i o s e
predstavljaju oblike S Mod 3

51,0993

oscilovanja, npr. oblik 55708 <« {O}3

A65.4249

pretpostavljen pri S f2=5240 Hz

12.569

vibracijama na frekvenciji fi o.2847

I Ilin



Dinamicka analiza u MKE Az

4. Prigusenje u MKE

Prigusenje je mehanizam rasipanja energije koji uzrokuje da se vibracije vremenom
smanjuju i na kraju eventualno zaustave.

PriguSenje se javlja zbog dva razloga:

» Prvi razlog je pojava histereze - vremensko zaostajanje deformacije u odnosu na
naprezanje i pojava disipacije energije usled nelinearnih svojstava materijala.

» Drugi razlog su visokoelasticna svojstva materijala, pri ¢emu se prigusenje
uglavnom javlja na mestima kontakta.

Kod veline elemenata koji se primenjuju u konstrukcijama vrednost prigusenja je od
0,5% do 7% vrednosti kritiCnog prigusenja.

Vrednost prigusenja moZe zavisiti od materijala, brzine kretanja i/ili ucestaonosti
vibracija.

& 3

10



Dinamicka analiza u MKE

4. Prigusenje u MKE

Prigusenje se moze klasifikovati kao:
Viskozno prigusenje (npr. prigusivac, amortizer, itd) ; Fo=-cv
PriguSenje u materijalu/ histerezisno prigusenje (npr. unutrasnje trenje)
Prigusenje usled suvog trenja (npr. trenje klizanjem); Fo=-i p K x

Numericko (fiktivno) prigusenje (veStacko prigusenje)

11



Dinamicka analiza u MKE

4. Prigusenje u MKE — Viskozno prigusenje

Jednacina kretanja za sistem sa jednim stepenom slobode sa prigusenjem

[m]{a) + [e]{u} +[K]{u} =0
U+2Em U+@’u=0
K - ,
@, = ,|— - Neprigusena sopstvena frekvencija
m

2k
CC=2\/k-m=2ma)n:— - Kriticno prigusSenje (granica izmedu oscilatornog i

@, neocilatornog ponasanja)
C C . . . RV
E=—= - Odnos prigusenja (bezdimenzioni koeficijet prigusenja) (odnos
C. Zme)n izmedu koeficijenta prigusenja u sistemu i kriticnog

prigusenja)

- Frekvencija prigusenih oscilacija
W, =, 1—52 Ja prie 2
12



Dinamicka analiza u MKE ‘z

4. Prigusenje u MKE — Viskozno prigusenje

Vrednost prigusenja ¢ se moze direktno definisati kada se koristi konacni
element sa prigusenjem kao sto je opruga.

c =&*c

Type Longitudinal
|Spring Behavior Both
Longitudinal Stiffness | 3. N/m
I. Longitudinal Damping RENETIL ~_

13



Dinamicka analiza u MKE

4. Prigusenje u MKE

Matrica prigusenja

(Cl-alM]+Sar [ ]+ p[K]+ 7K,

——

Pretpostavlja se da je prigusenje proporcionalno, odnosno da predstavlja linearnu
kombinaciju mase i krutosti.

[C]=a[M]+B[K]
Kod proporcionalnog prigusenja, prigusenje svakog moda se smatra jednakim.

a, B - faktori participacije matrice masa i matrice krutosti u matrici prigusenja sistema

14



Dinamicka analiza u MKE

4. Prigusenje u MKE — Prigusenje mase I krutost

Koeficijenti prigusenja a, B su Rejlijevi koeficijenti priguSenja. Matrica prigusenja se
odreduje koriS¢enjem ovih konstanti - multipliciranjem matrice masa i matrice

krutosti. [C]:a[M]+,B[K]

Prigusenje materijala, u formi viskoznog (proporcionalnog) prigusenja, uvodi se
primenom faktora participacije mase i krutosti sistema.

Veza izmedu odnosa prigusenja za i-ti sopstevni oblik i faktora participacije matrice
masa i matrice krutosti u matrici prigusenja sistema je:

U mnogim prakticnim strukturnim problemima faktor participacije mase moze se

zanemariti (a = 0).

Za datu vrednost B odnos prigusenja € je direktno proporcionalan frekvenciji, tj. nize

frekvencije ¢e biti manje prigusene, a vece frekvencije Ce biti viSe prigusene.
15



Dinamicka analiza u MKE "I
4. Prigusenfe u MKE — Prigusenje mase | krutosts

Za datu vrednost faktora participacije mase a (=0) odnos prigusenja ¢ je inverzno d
proporcionalan frekvenciji, tj. nize frekvencije ¢e biti viSe prigusene, a vele
frekvencije ¢e biti manje prigusene.

Sopstvena frekvencija
16



Dinamicka analiza u MKE ‘,z

4. Prigusenje u MKE — Prigusenje mase I krutost

Ukoliko su odnosi prigusenja jednaki za sve sopstvene oblike vibracija i ako se uzmu u
obzir oba faktora participacije onda je:

Sopstvena frekvencija

w2
17



Dinamicka analiza u MKE "t

4. Prigusenje u MKE — Histerezisno prigusense

Prigusenje materijala, u formi histerezisnog prigusenja, uvodi se primenom faktora
participacije mase i krutosti sistema, analogno principu uvodenja viskoznog
prigusenja.

Ovo priguSenje se uvodi kod analiza u frekventnom domenu, te se u proracunu
primenjuje matrica histerezisnog prigusenja.

: I koef. strukturnog
Ekvivalentno prigusenje L.
prigusenja

Za razliku od viskoznog prigusenja, frekvencija prigusenih oscilacija se ne menja.

Sila prigusenja je proporcionalna brzini, a obrnuto proporcionalna frekvenciji

18



Dinamicka analiza u MKE

5. Modalna analiza sa prigusenjem

Linearna jednacina kretanja za slobodne prigusene vibracije je:

(M +

[Ciuj

+|K]{u} =0

Imagionarni deo sopstvenih vrednosti je sopstvena frekvencija

Realni deo sopstvenih vrednosti je mera stabilnosti

negativno = stabilno

pozitivno = nestabilno

Frekvencija se Cesto prikazuje u funkciji brzine pomoéu Campbel-ovog dijagrama, jer
modovi oscilovanja rotirajucih elemenata postaju nestabilni pri ve¢im brzinama.

Ugaona frekvencija prigusenih oscilacija je

2
Oy = @, 1= §ﬂ Koeficijent prigusenja

l

Ugaona frekvencija neprigusenih oscilacija 19



Dinamicka analiza u MKE

5. Modalna analiza sa prigusenjem

Vrednosti a, B se kao ulazne veli¢ine mogu definisati kao:

1 Vrednost prigusenja koja zavisi od materijala

Nima N b
[C] = Z Olim [M i ] + Z ,Bjm I: KJ- :I Ekvivalentno prigusenje _
i=1 j=1

= Density 7850
= E Darmgping Factor {a)

Mazs-Matrix O Muil 12.55
= Darmping Factor

k-Matrix Damping Multioher 0,003
= EI Isotropic Elasticity

(LR R

W W

Implementacija prigusenja u model podrazumeva da je izvrsena modalna
analiza neprigusenih oscilacija strukture.

20



Dinamicka analiza u MKE
5. Modalna analiza sa prigusenjem

2 Direktno kao opsta vrednost prigusenja

[C] =01 [ M ] + IB [ K] Ekvivalentno prigusenje _

Details of

¥ Step Controls
g Sotver Contbrots
+ Restart Controls
+ Honlinear Controls
+ Cutput Controls
- Damping Controls

Stiffmess Coefficient Drefine By | Direct Input é
II Stiffness Coefficient | F.e-003
Mass Coefficient |112.56 .
Humerical Damping Program Controlled
Numerical Damping value |00

+ Analysis Data Management

0,2%) za celik

21




Dinamicka analiza u MKE 'z

&. Harnonj[ska analiza

Koristi se odredivanje stacionarnog odziva konstrukcije pod opterecenjem koje se sinusno
(harmonijski) menja tokom vremena.

Ukoliko se na konstrukciju deluje spoljasnjom sinusnom silom, odziv ¢e pratiti silu, -
kretanje konstrukcije ima istu frekvenciju kao i spoljasnja sila.

e\g\ | IJIll
, - I "
Pomeraj v & r.oxa il o
"N [/ ||1 | Ll’ oS
| [ | P‘i
A I ' L. | 1 :h.-"l'h~I
F A | | ! ?l | od
o - | A
g 4
Al | e
' : ll —F >
Amplituda | Frekvencija (Hz)

4 I

O = 0 A, TR

Frekvencija (Hz)

22



Dinamicka analiza u MKE i

&. Harmon(fska analiza
Sva opterecenja i pomeranja menjaju se sinusoidno na istoj poznatoj frekvenciji (ne
nuzmo i na fazi)

Pretpostavlja se da sve izlazne veliCine javljaju na istoj frekvenciji.
Vektor polozaja sa x-osom gradi ugao: ¢ = wt. VeliCina ¢ se naziva fazni ugao.

Kretanje tacke A se ponavlja periodi¢no nakon 2m radijana, tako da je: w = 2nf

Kod harmonijskog kretanja w je konstantna. XL oo W (X,y)
(p'w
= ' b ¥
--~ Realni deo
.—-"f
X(t) = A cosep = A cos(wt —¢,) ~-- Imaginarni deo
E a5 / ( \Q 1 1|s

Vreme periode
23



Dinamicka analiza u MKE

&. Harnonj[ska analiza

Jednacina kretanja za linearnu strukturu je:

[M]idy +[CJuj+[K]{uj = {F}

Pretpostavlja se da su {F} i {u} harmonicni sa frekvencijom Q :

(F} ={Fe&" e

{u} ={u,e" e
Izvodi po vremenu daju pomeranje, brzinu i ubrzanje:
{uh=({uf+ifu,})e™
{u} =i({u,} +i{u,})e™
(U} =—Q2({u,} +i{u,})e™

Q) - Izlazna (sopstvena ) kruzna frekvencija

() - Ulazna (prinudna) kruzna frekvencija

24



Dinamicka analiza u MKE

&. Harnonj[ska analiza

Jednacina kretanja za linearnu strukturu je:

(—Q2 [IM]+iQ|C] +[K])({u1}+i{u2})= ({R}+i{F,})

Potpunom harmonijskom analizom odziva (Full HArmonic response Analysis)

Resava sistem simultanih jednacina direktno koristeci solver za staticki analizu:

(o M) f] [ ) )= () i)
! !

m < [ -

Analiza odziva superpozicije osnovnih modova (Mode SUperposition response Analysis)

lzrazava pomeranja kao linearnu kombinaciju modova oscilovanja:

(—QZ[M] +iQ[C] +[K])({u1}+i{u2}): ({R}+i{F,})

(—Q2 +i2a)ij§j +a)j2)yjC = fjC

25



Dinamicka analiza u MKE

6. Harnonifska analiza - Potpuna harmonijskom analizom

Ta€na resenja.
Generalno posmatrano, potrebno je veée vreme za reSavanje od MSUP-a.
Podrzava sve vrste opterecenja i grani¢ne uslove.

Tacke reSenja mogu biti ravnomerno rasporedene po frekventnom domenu ili nejednako
rasporedene na korisnicki definisanim lokacijama.

Vrednosti prigusenja a, B se kao ulazne veli¢ine mogu definisati kao:
1 Vrednost prigusSenja koja zavisi od materijala

N:
J’:

Nm.u il
[C]=D a[M, ]+ Z(ﬂ;” + é g, J[K"] Ekvivalentno prigusenje
i=1 f=1

Properties of Outline Row 3: Structural Steel

A B
1 Property value
N 2 %4 constant Damping Coefficient 0.01
3 = 4 Damping Factor (a) e
4 Mass-Matrix Damping Multiplier 12.56
5 = ']ZI Damping Factor (B)
[ k-Matrix Damping Multiplier 0.003
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6. Harnonifska analiza - Potpuna harmonijskom analizom

2 Direktno kao opsta vrednost prigusenja

1
[C] = a[M]+ (ﬁ + 5 g)[K] Ekvivalentno prigusenje _

Details of "Analysis Settings” 7

Options
+/ Rotordynamics Controls
Output Controls
Damping Controls

Structural Damping Coefficient | 0. Hz
Stiffness Coeffident Define By Direct Input

Stiffness Coefficient 0.
Mass Coefficient 0.

Analysis Data Management
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6. Hamonijska analiza — Optereienje [ ogranicenje

Ubrzanje FHAA/MSUA Ne Da
Pritisak FHAA/MSUA Da Da
Sila FHAA/MSUA Da Da
Moment FHAA/MSUA Da Da
1I;;)rr;'\et-:;rna sila (Remote FHAA/MSUA D3 Da
Lezajno opterecenje FHAA/MSUA Ne Ne
Pomeranje FHAA/MSUA Da Da

Pomereno pomeranje
(Remote FHAA Da Ne
displacement)

Pomeranje kao opterecenje se moZe primeniti u MSUA kao osnovna pobuda
primenjena na fiksne oslonce ili na opruge tipa “Body-Ground”.
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Dinamicka analiza u MKE

6. Hamonijska analiza — Optereienje [ ogranicenje

Specificna harmonijska opterecenja zahtevaju:

=

Amplitudu Fimax ili relani deo

Fazni ugao ¢ ili imaginarni deo - F=F_,sIn (a)t + (0)

Frekvenciju w

—

Vrednost optereéenja (velic¢ina) predstavlja amplitudu (F1i F2).
Fazni ugao ¢ je fazni pomak izmedu dva ili viSe harmonijskih opterecenja.

Fazni ugao ¢ nije potrebno ako je prisutno samo jedno opterecéenije.

Realni i imaginarni deo:

FlReaI. = Flmax COS(OO) = |:1max
|:1Imag. = |:1max sin (00) =0 F1max
I:2rReaI. - I:2max COS((D)

R

2rimag. = I:2max Sin ((0)
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6. Harnon(fska analiza — Analiza superpozicije modova

Priblizno reSenje - tacnost zavisi od toga da li je izvucen odgovarajuéi broj modova.
Generalno brze od potpune analize.

Tacke reSenja mogu biti podjednako rasporedene po frekventnom domenu, grupisane
oko sopstvenih frekvencija strukture ili definisane od korisnika.

ReSava nevezani sistem jednacina izvodenjem linearne kombinacije normalnih vektora
(oblika oscilovanija).

Modovi oscilovanja su poznati kao generalizovane koordinate i u ovom slucaju y1 i y2 su
stepeni slobode

Vrednosti prigusenja se kao ulazne veli¢ine mogu definisati kao:

gl =grgm L L

2. 2

Sl Damping Controls
Constant Damping Ratio 0.V
Stiffness Coefficient Define By | Direct Input

Stiffness Coefficient
Mass Coefficient
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